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Parameter estimation error based robust adaptive law design and
experiments
NA Jing1 y, YANG Guang-yu1, GAO Guan-bin1, ZHANG Jin-gang1
(1.Faculty of Mechanical & Electrical Engineering, Kunming University of Science & Technology, Kunming Yunnan 650500, China)
Abstract: To address the sluggish parameter estimation and control performance of conventional adaptive control meth-
ods, this paper presents a new robust adaptive law based on the parameter estimation error. The information of parameter
estimation error is first derived via filter operations, which is used as a new leakage term in the adaptive law design. The
proposed adaptive law is further then incorporated into the adaptive control system, which can retain exponential conver-
gence of the tracking control error and the parameter estimation simultaneously. Moreover, comparisons to other classical
adaptive laws are provided with respect to the parameter estimation convergence and robustness property. A simple and
intuitive approach to online test the required persistent excitation (PE) condition is suggested. Simulation and experimental
results based on a small 3 DOF-helicopter show that the newly suggested adaptive method can achieve better control and
estimation performance than other conventional adaptive schemes.
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_xn = f(x) + g(x)u+ d
y = x1
(1)
其 中, x = [x1;   xn]T 2 Rn 为 系 统 状 态 变 量,
u (t) 2 R 为 控 制 输 入, y 2 R 为 系 统 输 出;
f(x) 2 R; g(x) 2 R均为未知系统动态, d 2 R表示
外界干扰. 不失一般性,假设d为有界变量.
本文目的在于: 1)设计控制器u使得系统状态x
跟踪给定参考信号xd = [xd1;    ; xdn]T ; 2)利用系
统输入u和状态信息x重建未知动态f(x)和g(x).
假 设1: 为 保 证 系 统(1) 的 可 控 性, 本 文 假
设g(x) 6= 0;8x 2 Rn.
为采用自适应方法进行建模,通常未知动态f(x)
和g(x)部分已知,即可表述为如下形式[13]
f(x)=W T1 1(x) + "f
g(x)=W T2 2(x) + "g
(2)
其 中, i(x) = [i1; i2   ili ]T 2 Rli ; i = 1; 2
为Lipschitz连续向量,W1 = [W11;W12   W1l1 ]T 2
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制系统跟踪误差即为量测状态和给定跟踪目标之间
的误差e = x  xd + n. 设计误差变量为
r = [T ; 1]e (3)
其中 = [1; 2;    ; n 1]T为常数向量使得多项
式sn 1 + n 1sn 2 +    +1 满足Hurwitz稳定. 则
当r ! 0可知e! 0. 根据系统(1)求取r 微分可得
_r = W T1 1(x) +W
T
2 2(x)u+ "T + [0, 
T ]e  _xdn
(4)
其中, "T = "f + "gu+ d+ [0, T ]n+ _nn 为有界变
量，用于代表系统建模误差"f , "g、干扰d及量测噪






 W^ T1 1 (x)  kvr   [0, T ]e+ _xdn

(5)
























T(x; u) + "T (6)
其中W = [W T1 ;W T2 ]T为扩展的未知参数向量,




为设计自适应律,定义如下滤波变量xnf , f 为(
k _xnf + xnf = xn; xnf (0) = 0
k _f + f = ; f (0) = 0
(7)
其中, k > 0为滤波常数.
利用上述滤波变量f , xnf 和xn,可定义辅助变
量M 2 R(l1+l2)(l1+l2) 和N 2 R(l1+l2) 为(
_M =  `M + fTf ; M(0) = 0




; N(0) = 0
(8)
其中, ` > 0为设计参数.
最 后, 根 据 辅 助 变 量M 和N 引 入 误 差 变
量 2 Rl1+l2 为
 = MW^  N (9)
其中, W^ 为未知参数W 的估计值.
则有如下引理:
引 理1: 式(9) 中 定 义 的 变 量 可 等 价
为 =  M ~W +H ,其中 ~W = W   W^ 为参数估计
误差,H =   R t
0
e `(t r)f (r) "Tfdr 代表系统误差
动态(包括建模误差、干扰及量测噪声) ,其中"Tf 为





















将式(10)代入(11),可以验证N = MW  H 成立,
并将其代入(9)可得





态"T 时,摄动误差H = 0,故 =  M ~W 等价于参
数估计误差. 不失一般性,由于递推向量(x; u)
为Lipschitz连续, "f , "g 和d; n均有界,故摄动误差H




W =   (r (x; u)  ) (13)
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适应律参数不收敛的问题.
注2: 在自适应控制器(5)中,分母中包含在线估计
的系统动态W^ T2 2(x). 在实际系统控制中为避免可能
存在的奇异问题,可在自适应律(13)中引入投影算
法[4]等保证W^ T2 2(x) 6= 0;8t  0.

















踪控制误差r; e和参数估计误差 ~W 指数收敛到零点.
2)若存在建模误差、干扰及量测噪声，即"T 6= 0,则
跟踪控制误差r; e和参数估计误差 ~W 收敛到零点附
近邻域内.
证明:将(5)代入(4)可得闭环误差方程为
_r =  kvr + ~W T (x; u) + "T (14)
由引理1知 =  M ~W +H . 若持续激励,由引







~W T  1 ~W (15)
可由(12), (13)和(14)计算 _V 为
_V = r _r + ~W T  1 _~W
= r( kvr + ~W T+ "T )  ~W T (r  )
=  kvr2 + r"T    ~W TM ~W +  ~W TH
(16)
1)如不存在误差动态,即"T = 0则可得H = 0,
故方程(16)变为
_V =  kvr2    ~W TM ~W   V (17)
其中,  = minf2kv; 2=max(  1)g为正数. 故跟
踪误差r; e和估计误差 ~W 均指数收敛到0,且收敛速
率依赖于增益kv,持续激励度 和自适应参数 , .
2)若系统存在误差动态,此时"T 6= 0,利用不等
式ab  a21=2 + b2=21, 1 > 0则方程(16)变为
_V =  (kv   1
21











  ~V + 
(18)




, 则~ = min
n










知, 跟 踪 误 差r 和 估 计 误 差 ~W 均 一 致 最 终 有
界(Uniformly Ultimately Bounded, UUB).为进一步
求 其 收 敛 边 界, 可 得 不 等 式(18) 的 解 满
足V (t)  (V (0)  =~) e ~t + =~,故误差变量r
和 ~W 将 指 数 收 敛 到 零 点 附 近 邻 域
 :=n
r; ~W j
 ~W p2=~min(  1); jrj p2=~o,
且该紧集大小依赖于误差动态"N ; "H的幅值,持续激






























1) 梯度算法: 此时自适应律完全由跟踪误差r 驱
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动,即为
_^
W =  r (x; u) (19)
可知梯度算法对应的参数估计误差方程为
_~W =   r (x; u) (20)
上述梯度算法(19)主要问题在于当系统不满足PE条










r (x; u)  W^

(21)
















差 ~W 也不能收敛到0. 事实上,估计误差方程(22)可
表述为传递函数形式 ~W = 1
s+ 
(  r+  W ) (s
为Laplace算子). 因此,估计误差 ~W 大小取决于未知




_~W =   M ~W    r+  H (23)
上式(23)中亦存在遗忘因子 M ~W ,因此自适应
律(13)将具有如 modification (22)方法的鲁棒性
质,即: 式(23)中估计误差 ~W 也满足BIBO稳定性质.
此外,自适应律(13)中修正项可保证即使在
存在误差"T 和H 情况下,估计参数W^ 始终收敛到真
实值W 附近邻域内.事实上,估计误差方程(23)可写
为传递函数形式 ~W = 1
s+ M
(  r+  H). 故在








_x2 = f(x) + u
(24)
其 中, f(x) = W11x1 +W12x2 +W13jx1jx2 +
W14jx2jx2 +W15x31 为 系 统 高 频 未 建
模 动 态, W11 = 0:2314;W12 = 0:6918;W13 =
 0:6254;W14 = 0:0095;W15 = 0:0214为需要估计
的未知参数, 1(x) = [x1; x2; jx1jx2; jx2jx2; x31]为递
推参数向量. 给定跟踪参考轨迹xd 由周期60秒,幅
值20 rad的方波信号经过自然频率!n = 0:4rad=s,超
调系数为 = 0:707的二阶参考模型生成.
本文所提出控制器参数选择为1 = 0:16, kv = 2,
自 适 应 参 数 为  = diag([8; 8; 8; 8; 0:008]), ` = 1,



















































Fig. 1 Tracking control performance with estimation error
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Fig. 2 Parameter estimation via estimation error
























Fig. 3 Tracking control performance via -modification





















































Fig. 5 Elevation dynamics of 3DOF-helicopter model
根据力矩平衡方程可得俯仰运动方程为
Je = kc(uL + uR)La   Tg (25)
其中:  为俯仰运动角度; Je 为直升机俯仰轴转动惯
量; La 为直升机本体到支点的距离, kc 为电机电
压/力矩系数. 可见该系统可写成系统(1)形式,此时
输 入 动 态g() = kcLa
Je
为 已 知 常 数. 此 外,

































控制器参数为: 1 = 3; kv = 2:5. 选择递推基函
数 为1(x) = [a=(1 + e b) + c; a=(1 + e b _) + c],
a = 1; b = 2; c =  0:5, 控 制 和 学 习
参 数 为  = diag([100; 100]), ` = 0:1,  = 0:3,
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k = 0:001. 本文所提出的控制器及自适应律的跟踪
































Fig. 6 Tracking performance via estimation error


















Fig. 7 Parameter estimation via estimation error
t (s)













Fig. 8 Tracking performance via -modification
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(a) 控制系统输出图;
(a) Output tracking performance






















Fig. 10 Experimental results via estimation error with noise
t (s)













(a) Output tracking performance
























Fig. 11 Experimental results via -modification with noise
5 总结语(Summary)
传统自适应控制方法设计自适应律一般采用控制
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f ()f ()d  "I ,进
而R tt-T Tf ()f ()d  "I , t > T > 0 成立.
1)首先证明若f 满足PE条件,则矩阵M 正定. 由上述
分析可知,当f 满足PE,则在积分区间 2 [t  T; t] 内满













f ()f ()d  e `T "I
(26)
此外,对于t > T > 0 有Z t
0



















f ()f ()d  e `T "I
(28)
故 矩 阵M 为 正 定 矩 阵, 即 存 在 = e `T " 使
得min(M) >  > 0 成立.
2)现证明若M 为正定矩阵,则f 满足PE条件.根据M
为正定矩阵知M = R t0 e `(t )Tf ()f ()d  "I 成立.
故可得














上式中最后一个不等式可由R t T0 e `(t )d  e `T =`
且0 < e `(t T )  1,  2 [t  T; t] 可推得. 故根据方程(29)
得知 Z t
t T
Tf ()f ()d  "yI; for t  T (30)
其中, "y = "  e `T kfk21=`当`和T 足够大时为正数. 故
可知f 满足PE条件,进而知也满足PE条件.
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